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9 Variables aléatoires

Activité d’introduction 1. On lance deux fois de suite une piéce de monnaie et on note les
cotés apparus : Pile ( P ) ou Face (F).

Lensemble des issues est :

Q={(P,P);(F,F);(F,P);(P,F)}.

On convient du jeu suivant : on gagne 5F chaque fois que sort Pile et on perd 2F chaque fois
sort Face.

Par exemple a I'issue (F, P) on perd 2F et gagne 5F donc le gain résultant est -2 + 5 = 3E

1. On note par G un gain possible pour un joueur. Donner toutes les valeurs x de G.
2. Justifier que G est une application et préciser son ensemble de départ et d’arrivée.

3. Pour chacune des valeurs x de G, calculer la probabilité de gagner x francs?
On notera cette probabilité par P(G = x).

4. Vérifier que la somme des probabilités trouvées est égale a 1.

Définition 2. Q est 'ensemble des issues d'une expérience aléatoire.
Une variable aléatoire sur Q) est une fonction qui, a chaque issue de Q2 , associe un nombre
réel.

Notation 3. Une variable aléatoire est généralement notée X, Y ,Z ---

Lorsque x désigne un nombre réel, dire « X prend la valeur x» est un événement, il est noté
(X =x).

(X < x) désigne I'événement « X prend une valeur strictement inférieure a x»

(X = x) désigne 'événement « X prend au moins une fois la valeur x» , c’est le contraire de
I’événement précédent.

Exemple 4. On reprend l'exercice de l'activité.

On lance deux fois de suite une piece de monnaie et on note les cotés apparus : P ou F.
Lensemble des issues est :

Q={(P,P);(F,F);(F,P);(P,F)}.

On gagne 5F chaque fois que sort Pile et on perd 2F chaque fois sort Face. On définit ainsi
une variable aléatoire X sur Q qui prend les valeurs; —4; 3 et 10.

L'événement (X = 3) est réalisé par les issues (F,P) et (P, F)
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I - Loi de probabilité d’'une variable aléatoire

Définition 5. Une loi de probabilité est définie sur un ensemble Q d’issues.

X est une variable aléatoire définie sur Q et E = {x;, x,, -, x,,} est 'ensemble des valeurs
prises par X.

Lorsqu’on associe a chaque valeur x; , la probabilité de I'événement (X = x;), on définit une
loi de probabilité sur E.

Cette loi est appelée loi de probabilité de variable aléatoire X.

Remarque 6. On présente souvent la loi de probabilité d'une variable aléatoire discrete X a
I'aide d'un tableau.

Valeurs de X X, X, X,

P(X =x;) 41 P2 Pn
n

Ona:P(X =x))+P(X =x,)++P(X =x,)=p;+ P+ +p,= ) pp =1
k=1

Exemple 7. On reprend I'exemple de l'activité d’introduction.

La probabilité de 'événement (X = —4) est la probabilité de I'issue (F,F) c’est-a-dire
P(X=-4)= i

La probabilité de I'événement (X = 3) est la somme des probabilités des issues (P, F) et
(F,P) cest-a-dire P(X =3) = 4_11 + i = 1

La probabilité de I'événement (X = 10) est la probabilité de I'issue (P, P) c’est-a-dire
Plem:i

La loi de la variable aléatoire X est résumée dans le tableau ci-dessous.

X; —4 3 10
PO = %) | | |
Tt 4 2 4

II - Fonction de répartition

Définition 8. Soit X une variable aléatoire définie sur un univers Q muni d'une probabilité
P

La fonction de répartition de X est I'application F de R vers [0, 1] définie par: F(x) = P(X <
x)

I Exemple 9. Reprenons I'exemple de I'activité.
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F est définie par : <

1
F(x):Z, si —4<x<3

3
F(x):z, si3<x<10

F(x)=0, si x<—-4

F(x)=1, sil0<x

1
0.75 —<
B251+—<
1y ||
T 1
-4 3
Remarque 10. — F est une fonction croissante en escalier.

— Lareprésentation graphique de F correspond en statistiques a la courbe des fréquences

cumulées croissantes.

II1 - Parametres d’une variable aléatoire

Espérance, variance et écart-type

Définition 11. Une loi de probabilité est définie sur un ensemble Q d’issues.
X est une variable aléatoire définie sur Q2 dont la loi de probabilité est résumée dans le

tableau ci-dessous.

Valeurs de X

X1

Xa

Xn

P(X =x;)

P

P2

Pn

— Lespérance de la variable aléatoire X est le nombre réel, noté E(X) défini par :

n
E(X)=p1x; + poxp+ -+ ppx, = Z Pr Xk
k=1

— Lavariance de la variable aléatoire X est le nombre réel positif , noté V(X') défini par :

V(X) = py (x; = B(X))? + pa (%2 = E(X))? + - + p,, (x,, — B(X))* = ki P (x — E(X))?
=1

— Lécart-type de la variable aléatoire X est le nombre réel positif, noté o (X) défini par:
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Exemple 12. On reprend 'exemple de la variable aléatoire X précédent.

1 1 1
E(X) = Z(_4) + 2 x 3+ 7 x 10 = 3 francs. E(X) = 3 francs signifie qu’'en jouant un grand
nombre de fois a ce jeu , un joueur peut espérer gagner 3 francs en moyenne.

7\/2

1 1 1 49 2
V(X) = Z(—4—3)2 T 5(3_3)2 i Z(10—3)2 == et o(X)= —

Remarque 13. — Lespérance mathématique correspond, en statistiques, a la moyenne.

— Lespérance et I'écart-type sont exprimés dans la méme unité que les valeurs x; prises
par X

— Un jeu est dit équitable lorsque E(X) = 0.

Propriété 14. Soit X une variable aléatoire. Ona V(X) = E(X?) - (E(X))?

Démonstrat%on i ; i
OnaV(X)= ) py (xx —E(X))* = ) prxi — 2E(X) Y pex + (B(X))? )
k=1 k=1 k=1 k=1

Or ) pexp =E(X), ) pr=1 et ) pex;=EX?)
k=1 k=1 k=1
V(X)= E(X?) -2 x E(X) x E(X) + (E(X))? = E(X?) - (E(X))?
Propriété 15 (Admise). X est une variable aléatoire. Pour tous nombres réels a et b.

E(aX +b)=aEX)+b et V(aX+b)=a*V(X)

http://sencoursdemaths.com


http://sencoursdemaths.com

	Variables aléatoires
	Loi de probabilité d'une variable aléatoire
	Fonction de répartition
	Paramètres d'une variable aléatoire


