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4 Logarithme népérien (TS2)
I - Définition et propriétés

Définition 1. On appelle fonction logarithme népérien, notée In, la primitive sur |0, +oo[

. 1 .
de la fonction x — — et qui s'annule pour x = 1.
X

La touche [nl de la calculatrice permet de calculer le logarithme d’un réel.

Conséquences immédiates
1. Le domaine de définition de la fonction In est |0, +oo|.
2. Lafonction In est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout x >0 onaln’(x) = i
3. In(1) = 0.

4. Ladérivée de la fonction In étant strictement positive sur ]0, +oo[, donc la fonction In est
strictement croissante sur |0, +oof.

Propriété 2.

YVa>0, Vb>0, a<b<=Ina<lnb
a>b<=1lna>Inb

a=b<Ina=Inb

Propriété 3 (fondamentale).

Pourtous a>0 et b>0, ona In(ab)=Ina+Inb

Démonstration
Soit la fonction g : x — In(ax) ot a > 0 et fixé.
g est définie et dérivable sur |0, +oo[ et d'apres le théoreme de dérivation d'une fonction composée,
ona:
Vx>0, g'(x)=(ax) In'(ax) =a x .1
ax x
Onadonc (g —In) (x) = % - % =0donc (g —1In) (x) =0.
Il en résulte que la fonction g — In est une constante sur ]0, +oo[.
Il existe donc k € Rtel que Vx >0; g(x) —In(x) =k ©In(ax)-Inx =k

Pourx=1ona Ina-Inl=k donc k=Ina.Dou In(ax)=Inx+Ina.
Conséquence 4. Soita >0 et b >0.

1
1. ln(—) =-lna
a
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2. ln(%) =lna-Inb

3. Inya= %lna

4. Ina"=rlna VreQ@

Démonstration

1. ln(axl):lnI:O:ln(l)+lna d’'ou ln(l):—lna
a a a

1 1
2. ln(%) :ln(axg) :lna+ln(g) =lna-Inb

3. lna:ln(\/ﬁ)zzzln\/ﬁ d’ou ln\/_:%lna.

4. Pourn=0onalna’=Iln1=0=0xIna
Supposons la propriété vraie pour un entier naturel n quelconque.
Onalna"!'=Ina"xa=Ina"+Ina=nlha+Ina=(n+1)lna
Il en résulte que la propriété est vraie Vn € N.
Supposons que n € Z~. Posons p = -ndonc p €N.

Ina” =lna™ zln—p =—-Ina” =-plna=nlna
a
Donc pourtoutn€ Z~ onalna” =nlna.

P 1 11
Soit p e N* onaln(a)ﬁ = plnail’ =Ina doulna? = —Ina
p

n 1
Soitr = n € Q alors In(a)r = nlnar = n(—lna) = Elna =rlna
p p p
II - Etude de la fonction In
Limites

Les limites aux bornes de I’ensemble de définition de la fonction In, sont données ci-dessous :

Propriété5. — lim Inx =400
X—+00
— limlnx=-0c0
x—0+
Démonstration

— La fonction In est croissante et n'est pas majorée sur [0, +oof.
Si elle était majorée sur |0, +ool, elle admettrait une limite finie L en +oo. En posant X = 5x,
on obtiendrait :

L= lim InX = lim In5x = lim In5+Inx =1In5+ L, on aboutit a une contradiction.
X—+4+00 X—+00 X—+00
1

— Pour la limite en 0" , on fait le changement de variable X = —
X

1
Donclimlnx = lim In— = lim (-InX)=-o0
x—0 X—+o00 X—+o00
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Tableau de variation

Des propriétés précédentes, on en déduit facilement le tableau de variation suivant.

X 0 +00
In'(x) +
In(x) |_o — +o0

Conséquences

La fonction In est continue et strictement croissante sur |0, +oo[ cela entraine que c’est une
bijection de |0, +oo[ versIn(]0, +oo[) =R.

Donc Vy € R, il existe un unique x € |0, +oo tel que Inx = y. En particulier il existe un unique
réel noté e tel que:Ine =1. On démontre quee = 2,718 etquee ¢ Q.

e est appelé la constante d’Euler.

OnaalorsVr € Q, Ine" =rlne=r

Ainsi :

’lnx:r'::x:er Inx>r<x>e¢ |lnx<resx<e’

. ) ) < . 6
Exercice 6. Résoudre dans R1’équation: Inx+1 = e
nx

N

Solution. Cette équation est définie lorsque: x>0 et Inx #0 c-a-d x#1.

Donc le domaine de résolution est D=1]0, 1[U]1, +o0o|
Si x €D alors I'équation équivaut a (Inx)? +Inx =6

Posons X =Inx. Ona: X?+X-6=0 soit X=2 ou X =-3
c-a-d Inx=2 ou Inx=-3

Dot x=¢* ou x=e dou S={e? e’}

Représentation graphique de la fonction In

On construit les tangentes T, et T, a la courbe de In respectives aux points d’abscisses x = 1 et
X =e.

T, :y=In'(1)(x-1)+Inl soit T,: y=x-1

T, :y=In'(e)(x—e)+1Ine soit T,: y= %x
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1;(“7/ ¢

Dérivée de la fonction In | u|

Soit 1 une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que : Vx € I, u(x) #0.
Donc la fonction x : — |u(x)| est dérivable sur I a valeurs dans R
Donc la fonction g= In |u| est définie et dérivable sur I.

1 !

Siu(x)>0 :g(x)=Inu(x) et g'(x)=u'(x)xIn'(u(x))=u'(x) x U ()
- (,x) u(x)
Siu(x)<0 :g(x)=In(-u(x)) et g(x)=-v/(x)xIn'(-u(x)) = —w(x) _ U (x)
- —u(x)  u(x)
Dans tous les cas :
(Inul)' =—

Conséquence 7. — Si u est dérivable et strictement positive sur I alors la fonction In u

est dérivable sur I.
!

u
— Il en résulte que les primitives de la fonction —, sont les fonctions du type In|u| + C.
u

Quelques limites classiques

Inx
Propriété8. — lim — =0
x—+00 X
— limxlnx =0
x—0
In(x+1 In(x
— lim¥:1 ou lim ( ):1
x—0 X x—1x—1
Démonstration
Inx
— Montrons que lim — =0

X—+00
Soit g la fonction définie sur [1, +oo[ par g(x)=Inx—x+1.

1
g est dérivable sur [1, +oo[ et Vx>1 g'(x)=—-1<0 etgestdonc strictement dé-
X
croissante sur [1, +oo[ or g(1)=0.
Dol Vx>1 g(x)<0 soit Inx<x-1.
1
En particulier Vx>1, Iny/x<x-1<y/x .Doi Elnx <\x © 0<Inx<2\/x

Inx 2 . R
En divisant par x,ona 0 < — < — or lim —= = 0 et d’apres le théoreme des gen-

A S
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Inx

darmesona lim — =0.
x—+o00 X

— Montrons que lim xInx =0
x—0

1 . . . InX
En posant X = pE on obtient lim xlnx = lim (——) =0

x—0* X—+00
o In(x+1)
— Montrons que lim ———= =1
x—0 X 1
Soit p(x)=In(1+x). Ona ¢'(x)= Tox’ @(0)=0 et ¢'(0)=1.
X
1 +1 - (0
Par suite limM = limM =¢'(0)=1
=0 X =0 x-0

III - Fonction logarithme décimal

Définition 9. On appelle fonction logarithme décimal ( ou de base 10), notée Log ou log, la
fonction définie sur |0, +oo[ par:

Inx

x —log(x) = NG

I Remarque 10. log(1) =0 etlog(10) =1
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